Int. J. Heat Mass Transfer, Vol 16, pp. 1691-1702. Pergamon Press 1973, Printed in Great Britain
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Zusammenfassung—Der Temperaturverteilung in einem Rieselfilm, der an einer senkrechten ebenen
(beheizten oder gekiihlten) Wand herabfliesst, wird die Wirmeleitungsgleichung mit Rand- und Anfangs—
bedingungen zugrunde gelegt, die einer konstanten Wandtemperatur T, und einer iiber den Filmquer-
schnitt konstanten Eintrittstemperatur T, entsprechen. Durch einen Separationsansatz erhilt man ein
Sturm-Liouvillesches Eigenwertproblem, das durch ein Differenzenverfahren numerisch gelst wurde.
In mehreren Tabellen sind fiir einige Reynoldssche Zahlen jeweils die ersten acht Eigenwerte und -funk-
tionen sowie Fourierkoeffizienten enthalten. In einem Diagramm ist dic Nusseltsche Zahl dargestellt und

d,

mit Messungen von Wilke verglichen worden. Es zeigt sich gute Ubereinstimmung fir den turbulenten

Rieselfilm, aber auch fiir den laminaren Film mit glatter Oberfliche.

NOMENKLATUR
universelle Konstante des turbulenten
Impulstransports in der Unterschicht,
= 25,1, (15);
Fouriersche Koeffizienten, (18);
turbulenter Austausch der Warme, (1);
dimensionsloser turbulenter Wirme-
austausch, (6);
turbulenter Austausch des Impulses,
(14);
spezifische Wérme bei konstantem
Druck, (1);
= (Pr)~! = 0,89, (14);
Froudesche Zahl, {(17);
Erdbeschleunigung
Proportionalitétsfaktor, (39);
verallgemeinerter Prandtischer Mi-
schungsweg fiir den Wirmeaustausch,
(14a);
relative Breite der inneren Schicht,
= 0,6, (14d);
Nusseltsche Zahl, (26);
Nusseltsche Zahl bei thermisch aus-
gebildeter Stromung (Bezeichnung von
W. Wilke [2]), = Nu,, fir grosse &,
(Abb. 3);

Nu ,, Nusseltsche Zahl,von Wilke verwendet,

(29);
Prandtl-Zahl, (12);
turbulente Prandtl-Zahl, (14);
Wirmestromdichte an der Wand, (26);
Reynoldssche Zahl, (13);

mittlere Reynoldssche Zahl, (35);
charakteristische Kennzahi, (16};
Temperatur der Fliissigkeit, (1);
Wandtemperatur, (3);
mittlere Rieselfilmtemperatur, (31);
Eintrittstemperatur, (2);
Geschwindigkeit der
Rieselfilmstromung, (1);
= u(0), Geschwindigkeit an der freien
Oberfliche des Rieselfilms, (5);
mittlere Geschwindigkeit der aus-
gebildeten Rieselfilmstromung, (36);
Koordinate in Strémungsrichtung;
Koordinate senkrecht zur Strémungs-
richtung;
Wandabstand, (14a);
Wirmeiitbergangszahl, (30);
Eigenwerte, (18), (19};
kleinster Eigenwert, (37);
mittlere Rieselfilmdicke:

ausgebildeten
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7. = y/é;

1, = J/0,(14b):

, universelle Konstante des logarithmi-
schen Geschwindigkeitsgesetzes, =
0,41, {14c¢);

4, Wirmeleitzahl:

A = (Pr.Re)"1;

i, Zahigkeit
v, kinematische Zihigkeit, = y/p:

¥ (n. Eigenfunktionen, (18), (19);

P Dichte:

T, Schubspannung:

T, Wandschubspannung;

1 dimensionslose Temperatur, (5);
@ln), dimensionsiose Geschwindigkeit, (5);

& = x/s.

1. EINLEITUNG

Ber per Kiihlung von Winden und Rohr-
systemen spiclen Wirmeiibergangsprobleme,
insbesondere zwischen ciner festen Wand und
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AsB. 1. Wirmeiibergang zwischen fester Wand und Rieselfilm.

einem an dieser herabfliessenden Fliissigkeits-
film, eine bedeutende Rolle. Zu dieser Prob-
lematik liegen deshalb zahlreiche Experimente
vor, u.a. von Brauer [1] und Wilke [2].

Die vorliegende Arbeit behandelt theoretisch
den Wirmeiibergang zwischen einer festen
ebenen Wand und einem an ihr senkrecht
herabfliessenden Rieselfilm (Abb. 1). Die bei
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grosserem  Flussigkeitsdurchsatz durch Ober-
flichenwellen und turbulente Schwankungen
stark verformte Filmoberfliche wird hier als
glatt angenommen und habe den mittleren
Abstand & (mittlere Filmdicke) von der Wand.
Wie in zwel vorangegangenen Arbeiten des Verf.
[3. 4] uber das Geschwindigkeits- bzw. Stoff-
konzentrationsfeld in einem Rieselfilm wihlen
wir ein kartesisches Koordinatensystem so, dass
die x-Achse in Stromungsrichtung lings der
mittleren freien Flissigkeitsoberfliche verlauft
und die y-Achse zur Wand zeigt. Den Ursprung
legen wir so fest, dass in dem Querschnitt x = 0
an der Wand der Wirmeiibergang einsetzt.
wahrend fiir x < 0 kein Wiarmeiibergang zwi-
schen Fliissigkeit und fester Wand stattfindet. Es
wird angenommen, dass die Rieselfliissigkeit
mit einer iber dem Querschnitt x = 0 kon-
stanten Eintrittstemperatur T, anstromt und die
feste Wand fiir alle x = O eine von T, verschie-
dene konstante Temperatur T, hat. Die
Stromungsgeschwindigkeit habe nur eine x-
Komponente u, die lediglich von vy abhingt:
u = u(y). Es wird also von Ein- und Aus-
laufeffekten abgesehen und nur der ausgebildete
Stromungszustand betrachtet. Das Geschwin-
digkeitsprofil # = u(y) wurde bereits vom Verf.
[3] berechnet.

2. PROBLEMSTELLUNG

Zu bestimmen ist das Temperaturfeld T =
T(x, y), das als stationir angenommen wird, fiir
x 20 und 0 £y £45. Es bezeichnen im fol-
genden A die Warmeleitzahl, p die Dichte, i die
Zihigkeit der Fliissigkeit, ¢, ihre spezifische
Wirme bei konstantem Druck und 4, den tur-
bulenten Wirmeaustausch. Der Wairme-
iibergang wird durch die Energiegleichung

oT 4 T  [AT/oy]
AN LT 67\l A A 1
u(y) o " pe, v’ + e (1)

beschrieben mit den folgenden Anfangs- und
Randbedingungen:
{a) Anfangsbedingung

T(O,y) = T, furalley.0 £y <o (2)
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(b) Erste Randbedingung
T(x,6) = T, firallex = 0. (3)
{c) Zweite Randbedingung
6—T = O fiiralle x = 0; 4)
dy y=0

d.h. an der freien Filmoberfliche soll kein
Wirmetibergang stattfinden.

Durch .Ubergang zu den dimensionslosen
Variablen

x uly)
{=5m= %:cp(n) Y ,x(é, 1) = ‘ (5)
mit der konstanten Oberﬂachengeschwmdlgkelt
u, = u(0) erhilt man aus (1) nach Multiplika-
tion mit 6/(u (T, — T,)) die dimensionslose
Energiegleichung

ox _ ox
= A+ A4 6
oln) 3 = 7 [( )Bn] (6)

mit der Anfangsbedingung

20, ) =0flirallen, 0y <1 N
und den Randbedingungen
(& 1) =1fiiralle ¢ > 0, 8
0y ..
== = O fiir alle £ = 0; )
MNly=o
wobei
A 1
pcpulé Pr.Re (10)
und
- A
= la
4, ud (11

gesetzt ist und

pr =2 (12)
A
die Prandtische Zahl,
Re =" (13)

v
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die mit der Oberﬂéichengeschwindigke}t ug,
der mittleren Filmdicke d und der kinematischen
Zihigkeit v = u/p gebildete Reynoldssche Zahl
bedeuten. Dem turbulenten Wirmeaustausch
A, legen wir, dem Auftreten relativ dicker Unter-
schichten (gleiche Grossenordnung des tur-
bulenten und molekularen Transports) Rech-
nung tragend, eine Kombination (vgl. [6]) des
Ansatzes von Szablewski [5] bzw. [7] fiir die
vollturbulente Schicht einer turbulenten
Grenzschichtstromung und des auf den Wirme-
austausch verallgemeinerten (s. Szablewski [7])
van Driestschen Ansatzes fiir die Unterschicht
zugrunde:

Mit 4, = E,A,, wobei A, den turbulenten
Impulsaustausch bezelchnet bzw. mit der als
konstant angenommenen turbulenten Prandtl-
Zahl

A 1
Tt — =089
A, E,
nach Messungen inkompressibler turbulenter
Temperaturgrenzschichten in Luft (vgl. z.B.[7])
setzen wir

(a) fiir die vollturbulente Schicht

Pr

t

(14)

4, =12 2; (7 Wandabstand)  (14a)
mit
VEye "™ fir 0 < 5 < m;
A, = Al Brmsgst 00
(14b)
Dabei ist
% = 041 (14c)

die universelle Konstante des logarithmischen
Gesetzes der Geschwindigkeitsverteilung und

m=06 (14d)

die relative Breite der sogenannten “inneren”,
dem Einfluss der Wand unterliegenden Schicht.
Der turbulente Austausch in der sogenannten
“dusseren” Schicht wird als konstant angenom-
men.
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(b) Fiir die Unterschicht setzen wir

4, __lzéu
‘1{7}

mit dem verallgemeinerten van Driestschen

Ansatz
— 1 1 ( -
L, = J(Ey [z - exp(_. \/@&j rjp)y)}

wobei
a =251

die universelle Konstante des turbulenten Im-
pulstransports in der Unterschicht und t die
Schubspannung (die hier wie in [3], [4] und
[6] anstelle der Wandschubspannung 7, bei van
Driest [8] steht) bedeuten.

Nach multiplikativer Kombination beider
Ansitze {a) und (b) erhalten wir in unseren Ko-
ordinaten y = § — y bzw. 4 = 1 ~ # und unter
Beachtung der Folgerungen (vgl. [3]) aus der
Bewegungsgleichung

S gy = gon (g Erdbeschleunigung)

P

(E[x(1 — myett—mm

S
x<l-—exp{ \/( )a( — 1)
0

A =1 de
g X \/(’7)}>] d'f[ (15)
firl —-mzgn=s1
Vo — fir0<n<1-m
wobei
S =F *Re {16)

mit der Reynoldsschen Zahl (13) und der
Froudeschen Zahl

_#
go

die charakteristische Kennzahl des jeweiligen
Strémungsmodells darstellt.

a7
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3. BERECHNUNG DER TEMPERATURVERTEILUNG
UND DER WARMEUBERGANGSZAHLEN

1. Rechengang

Der Berechung der Verteilung der dimensions-
losen Temperatur x(&, n) aus der Energie-
gleichung (6) mit den Anfangs- und Rand-
bedingungen (7), (8). (9) legen wir den Separa-
tionsansatz

&m =1~ ZO ay me (18)
zugrunde, mit dem wir in (6) eingehen und
dabei annehmen, dass die Funktionenreihe
gliedweise differenziert werden darf. Die Energie-
gleichung (6) wird erfiillt, wenn die Koeffizien-
ten bei e "™ {ibereinstimmen, also die gewdhn-
lichen Differentialgleichungen fiir y (1)

d Ay
o, + 5 {[1 + A )] Ef} =0

n=0,12... 1%

befriedigt werden. Dabei ist A nach (10) eine fiir
jedes Stromungsmodell bekannte Konstante.

A (n) nach (15) auf Grund der von uns akzep-
txerten Hypothesen eine gegebene Funktion
und o(n)die vom Verf.[ 3] berechnete dimensions-
lose Geschwindigkeitsverteilung einer Riesel-
filmstrémung.

Die Randbedingungen (8) und (9) fiir x(£. )
sind erfiillt, wenn die Losungen ¥ (1) von (19
den entsprechenden Randbedingungen

Yy (=0 (20)
, dy,|
Y. (0) = dn =0 21

geniigen.

Mathematisch handelt es sich bei der Folge
von Gleichungen (19) mit den Randbedingungen
(20) und (21) um ein Sturm-Liouvillesches
Eigenwertproblem mit den Eigenwerten o, und
dem vollstandigen System von Eigenfunktionen
Y (), die den Orthogonalitiitsrelationen
1

{owW,dn =0firmn=123,...
O
genigen (s.z.B. [18],5.281 ff)).

und m#n
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Die im Separationsansatz (18) vorkommenden
Koeffizienten g lassen sichdann aus der Anfangs-
bedingung (7) fiir (&, n) ermitteln. Setzt man in
(18) &€ = 0, so wird (7) erfiillt, wenn

1=3 aymfir0<n<l

n=0
gilt. Wegen der Vollstindigkeit und Ortho-
gonalitit des Systems von Eigenfunktionen
{¥,(n)} lassensich die Fourierschen K oeffizienten
a, nach den Formeln

1
§ o) v, () dy
_ 0

(22)

a

n

=T (23)
g o(n) Y2(n)dn

berechnen.

Mit Hilfe eines Differenzenverfahrens wurden
die ersten acht Eigenwerte «,, Eigenfunktionen
Y, (m und Fourierschen Koeffizienten aq,
niherungsweise auf dem Digitalrechner Robo-
tron-300 im Rechenzentrum des Zentralin-
stituts fiir Mathematik und Mechanik der
Deutschen Akademie der Wissenschaften zu
Berlin berechnet.*

Die Tab. 1 bis 5 enthalten die o(y), «,, ¥ (1)
und g, fiir die Kennzahlen

S =1;22;60; 80; 120, (24)
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die den Reynoldsschen Zahlen
Re = 0,5;228,3; 1031 ; 1453; 2300
 pm e s 1 .
entsprechen, sowie fiir einige 1 = P Re die den
Prandtl-Zahlen
Pr=54;94;434;104; 210 (25

der von Wilke [2] untersuchten Versuchs-
fliissigkeiten (Wasser, Didthylenglykol und deren
Mischungen) mit den Dichten

p = 09956;1,019; 1,075; 1,097 bzw. 1,108 g/cm?,
den kinematischen Zihigkeiten
v = 0,00798;0,0122; 0,043; 0,0902 bzw.
0,168 cm?/s
und den spezifischen Wirmen
c,= 0,998, 0,949; 0,778 ; 0,676 bzw.
0,589 cal/(g.grad)

entsprechen.

Anhand der Tab. 1 bis 5 lassen sich nun die
dimensionslosen Temperaturprofile x(&, #) nach
Formel (18) fiir die Kennzahlen (24) und (25) bis
zum achten Glied der Reihe in (18) berechnen.

Tabelle 1. Eigenwerte und -funktionen sowie Fourierkoeffizienten zum Warmeiibergang an einen laminaren
Rieselfilm mit der Kennzahl S = 1

S=1 Re =05 Re,= 03333
v = 0,798 - 10~ 2 cm?/s Pr=354 1 =0,370

n 0 1 2 3 4 5 6 7
o, 1,06 12,1 35,0 70,0 117 176 246 328
a, 8,296 —2,204 1,270 —0,806 0,663 —0,465 0,447 —-0,315
l[ln(O, 2) 0,137 0,059 —0,041 -0,114 —-0,121 —-0,059 0,037 0,110
v, 04) 0,114 -0,083 -0,111 0,073 0,112 —0,066 0,114 0,060
v,(0,6) 0,081 -0,147 0,096 0,025 —-0,124 0,128 —0,036 —0,082
v,(0,8) 0,041 —0,098 0,136 -0,157 0,160 —0,145 -0,114 —-0,072
v.(1) -0,207 0,510 -0,769 1,01 -1,23 1,50 - 1,66 1,86

Geschwindigkeitsprofil p{n) = 1 — 52

* Flr die Programmierung sowie die zugehorigen
numerischen und graphischen Arbeiten danke ich Herrn Dr.
G. Hebermehl und Frau S. Lang.

Inden Tabellen sind des weiteren die Ableitungen
der Eigenfunktionen /(1) angegeben, um den
Wirmeiibergang an der Wand berechnen zu
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konnen. Die in der Warmetechnik gebrauchliche
Nusseltsche Zahl

Nu:ﬁ*é ,
AT, —T,

i3
4] (7_}/ =o

die Wirmestromdichte an der Wand ist, ergibt
sich in unseren dimensionslosen Variablen (5)
als Ableitung der dimensionslosen Temperatur
an der Wand

(26)

wobei

_
=
also haben wir nach (18) unter der Voraussetzung
der gliedweisen Differenzierbarkeit

Nu , (27)

n=1

pel

Nu= Y ay.(l)e ™= (28)
n=0
Abbildung 2 enthilt fiir Prandti-Zahlen
Pr = 54und 94

und die Kennzahlen (24) die Darsteliung der
Nusseltschen Zahl (28) iiber der dimensionslosen
Lauflinge ¢.
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2. Vergleich mit Messungen

Um unsere Ergebnisse mit den Experimenten
von Wilke [2] vergleichen zu kénnen, ist zu
beachten, dass Wilke eine andere Nusseltsche
Zahl benutzt:

0
Nu, ==, (29)
A
wobei a die Warmeiibergangszahl
A oT
ax) = ———0x- (_> (30)
T,—-T, oy b=b
mit der mittleren Rieselfilmtemperatur
4 4
Tm=[(j)Tudy].[(j)udy]‘1 (31)

bedeutet. Durch Transformation auf unsere
dimensionslosen Variablen (5) ergibt sich
_ %

Ny, =
Uy = -

{1~ [[roan) [Jodn) )"

(32)

Tabelle 2. Geschwindigkeitsprofil, Eigenwerte und -funktionen sowie Fourierkoeffizienten zum Wirmeiibergany

S =22 Re = 2283 Re, = 154
v = 0,798 - 1072 cm?/s Pr=54 I =0811-107°
n 0 I 2 3 4 5 6 7
10> «, 0297 379 11,4 226 378 56,7 79.5 106
a, 8540  —1,903 1097  -0713 0597 —0416 0407  —0281
¥(02) 0132 0066 ~—0029 —0102 —0120 0076 0007 0086
¥ (04) 0115 —0067 —0117 0042 0122 0017 —0123  —0007
¥ (0.6) 0089  —0142 0066 0066 —0134 0076 0051 —0.130
¥.(0.8) 0052 0113 0154 ~0168 0153 —0l14 0057 0009
W(1) —0268 0622 ~0955 127 —157 185  —212 237
v=122-10"2cm?s Pr =94 1 =0466 10"
n 0 1 2 3 4 5 6 7
10%. %, 0193 266 8,10 160 26,8 40,2 56,3 750
a 8643 1739 1018 —0,667 0566 —0392 0388 0265
¥.(0.2) 0129 0068 —0025 0095 —0118 —0082 0005 0074
¥ (0,4) 0114 0060 0118 0029 0121 0003  —0,119  —0033
¥(0.6) 0092 0139 0053 0080 —0129 0047 0082 0127
¥.(0.8) 0057 0120 0161 ~0170 0144 —0090 0020 0052
w1 ~-0307 0682 107 143 —1.77 208 239 2,68
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Tabelle 2—Fortsetzung
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v =43 10% cm?/s Pr =434 1=0101-10"2
n Q 1 2 3 4 5 6 7
10%- %, 0.660 140 436 84,8 141 211 295 393
a, 9,008 —1,128 0,765 - {3,512 0,465 -0,306 0,323 —0,206
v,(0,2) 0,120 0,074 - 0,008 —~0,070 -0,101 —0,092 -0,043 0,023
¥,(0.4) 0,112 —-0,038 -~0,110 ~0,017 0,097 0,067 —0,062 —0,098
¥ (6.6) 0101 —0122 0,004 0108 0076 —0064 0110 —0007
¥, 10.8) 0077 -0.144 0,176 ~0,140 0,051 0,055 —-0.137 0,165
i —0,491 160 —169 232 =292 343 —395 442
v =902-10"%cm?/s Pr=104 1 =0421-107%
n g i 2 3 4 S [ 7
10 «, 0,370 11,6 355 68,2 112 168 234 312
a, 9,208 —-0,795 0,638 - (1,430 0,408 -0,258 0,284 -0,173
¥,(0.2) 0,114 0,075 0,001 -0,054 —0,086 —0,090 -0,060 -0,007
¥.(0.4) 0110  -0027 ~0099 ~0040 0,068 0086 —0010 —0,092
¥, {0,6} 0,103 -0,110 -0,021 0,103 -0,016 -0,097 0,054 0,075
¥ 10.8) 0,087 —0,153 0,166 —0085 —0041 0138 0153 0,082
¥ (1) —-0,613 1,35 2,39 332 ~4,18 492 —5,65 6,35
v =168 -10"%*cm?%/s Pr =210 A =0209 107%
n a8 1 2 3 4 5 6 7
10°- «, 0,231 10,5 314 59.4 97,2 145 202 269
a, 9,345 —-0,581 0,556 -0,375 0,367 —0,225 0,256 —0,149
¥, (0,2} 0,111 0,075 0,006 ~(,041 -0,073 -0,084 —0,067 -0,026
¥, (0.4} 0,108 —0,020 -~ 0,088 —{,052 0,043 0,086 0.026 —0,065
¥,{0,6} 0,104 -0,101 —~0,035 0,088 0,023 -0,093 —0,005 0093
¥,(0,8) 0,093  ~0,156 0145  ~0028 —0102 01048  —0081  —0,045
v (1) —0,748 1,73 -~ 3,23 4,50 - 5,66 6,69 -7,65 8,60
Geschwindigkeitsprofil oin)
n 0 0,1 0,2 0,3 0,5 0,6 0,7 0.8 0.9 1
@) 1 0990 0962 0914 02848 0,762 0,658 0,531 0,379 0,201 0
1 1
Unter der Annahme, dass die Reihe (18 114d =
foter der Apnahme, U8) | gy, dn = — = | = {[1 + Am] ¥} dn
gliedweise tiber » integriert werden kann, lisst a, ) dn 4
(4]

i

sich das Integral |y dn folgendermassen um-
(1]

formen:

1

% t
=f{edyg— Y ane"“"‘é‘goglfnd:g.
0 n=0

Es folgt unter Beachtung von (19) und (21) fiir

n=

die Eigenfunktionen ¥ ()

i x
(5) xpdy = g o[l - Zo a W (me *]dn

0

{1+ A 0]

n

_2 ¥(D;

%y

denn nach (15) ist 4 (1) = 0.
Damit wird

1

1
j xo dn = j odn+1 3 Sy mes. (33)

] 0
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Tabelle 3. Geschwindigkeitsprofil, Eigenwerte und -funktionen sowie Fourierkoeffizienten zum Wirmeiibergang
an einen turbulenten Rieselfilm mit der Kennzahl S = 60

S = 60 Re = 1031 Re, = 768

v = 0,798 -107 %2 cm“/s Pr=54 7 =0,180-107"

n 0 1 2 3 4 S 6 7
10% o, 1.62 347 110 220 366 547 763 1017
a, 9,270 — 1,046 0,636 —0416 0,395 —0,266 0.284 —0,184
¥,(0.2) 0,116 0,084 0.005 —0,061 —0,099 ~0,104 —0,06%9 ~0,010
v,(0,4) 0,110 -0,019 —-0.116 —0,047 0,079 0,097 -0,014 —0.105
,(0,6) 0,101 -0,107 —0.031 0,116 —0,027 -0,101 0.071 0,068
¥,(0,8) 0,084 -0,147 0,150 ~-0,079 —-0,031 0,121 —0.144 0,088
vi(1) —0,703 1,46 —-2,37 3.27 -4,20 5.03 —-5.84 6,59

v=122-10"%cm?/s Pr=94 A=0,103-1073

n 0 1 2 3 4 5 6 7
10° a, 1.15 314 101 199 329 492 684 911
a, 9,381 -0.820 0,534 -0,356 0,356 —0,236 0,259 —~0,162
¥,(0,2) 0,113 0,085 0,009 —0,052 -0,090 -0,099 —-0.075 -0,024
¥,(0.4) 0,109 -0,012 —0.110 —0,056 0,062 0,099 0,013 —0,088
v ,(0.6) 0.102 -0,100 —-0,041 0,108 0,000 —0,105 0,032 0,094
¥ (0.8) 0,090 —-0.148 0,139 —0,049 —0,068 0,137 —0.113 0,015
yi(1) -0,870 1.77 —-292 4,17 —-542 6,53 -7.55 8,53
Geschwindigkeitsprofil ¢(n)
n 0 0.1 0,2 0,3 0.4 0,5 0,6 0.7 0.8 0.9 t

ol 1 0993 0973 0540

0893 0834 0762 0669 0,537

0322 0

Ny

T
100 700 1000

3

ABB. 2. Nusseltsche Zahl Nu iiber der dimensionslosen Lauflinge ¢ fiir einige
Kennzahlen S und die Prandtl-Zahlen Pr = 5.4 und 9,4.
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Tabelle 4. Geschwindigkeitsprofil, Eigenwerte und -funktionen sowie Fourierkoeffizienten zum Wirmeiibergang
an einen turbulenten Rieselfilm mit der Kennzahl § = 80

S =80 Re = 1453 Re, = 1120
v = 0,798 -10~ 2 cm?¥/s Pr=54_ 1 =0127-10"3
n 0 1 2 3 4 5 6 7
10% o, 1.51 372 120 239 398 595 828 1100
a, 9418  —0,889 0541  —0,349 0343 —0230 0254 —0,161
¥.(0.2) 0.113 0,087 0012 -0053 —0094 —0105 —0080 —0,028
.(0.4) 0109 -0009 —0113 —0062 0,062 0,104 0018  —0,089
¥.(0,6) 0,102 —0097 0048 0,111 0004 —0,109 0,030 0,098
¥.(0.8) 0089  —0,146 0131  ~0039 -0074 0,137  —0,107 0,006
w1 —0,949 193  -314 437 —568 689  —802 9,11
v =122-10"2cm?/s Pr=94 1=0073-1073
n 0 1 2 3 4 5 6 7
10% o, 1.08 34,5 112 22 367 547 761 1010
a, 9512 —0,681 0444  ~0291 0307  —0,202 0231 —0141
¥.0.2) 0111 0,088 0015 —0046 —0085 —0099 —0082 —0039
¥.(04) 0,107 -0004 —0,107 —0067 0,046 0,100 0039  —0067
¥.(0,6) 0,102 —0091  —0056 0,101 0,025 —0,102 —0,006 0,102
¥.(0.8) 0,093  —0,146 0119  -0013  —0,097 0,129 —0058 —0057
w(L) ~1,18 236  —395 563 —742 907 —106 11,9

Geschwindigkeitsprofil ¢(n)

n 0 ol 02 0.3 04 0.5 0.6 0.7 08 09 1
oln) 1 0994 0977 0947 0906 0855 0793 0713 0,59 0388 0

Mit (27) und (28) erhalten wir dann fiir die von  reich (Re, > 800)*, wobei nur der thermisch

Wilke verwendete Nusseltsche Zahl (32) ausgebildete Zustand (Werte von Nu w fUr
. N grosse £ = x/d) betrachtet wird.

fodn ¥ ay/(1)e Fiir den thermisch ausgebildeten Zustand

Nu,, =2 n=0 ) (34) erhalten wir die mathematisch sehr genaue und

* a R einfache Naherungsformel fiir Nu_ (Fehler
i Y7 and W
i ";0 2 ¥(e <1 Prozent)
Anhand der Tabellen 1 bis 5 wurden die Nu, Nuy, ~ a, PrRe,, G7
bis auf 8 Glieder (n =0, 1,...,7) berechnet—
wobei sich fiir die Kennzahlen S = 1; 22: 60: * Wilke benutzt die mittlere Reynoldssche Zahi

80; 120 die zugehorigen Integrale s

1 Rey =2 = Rejcpd;;, (39)
[ ¢ dn = 0,6667;0,6764; 0,7452; 0,7705; 0,8017 o

o wobet wie in [3]
nach den in [3] durchgefiibrten Berechnungen wel { w)d 16
ergaben—und in Abb. 3 mit den Messungen von - 5l i ©6)

Wilke [2] Y‘ergl.lchen. M_an bemerkt eine relativ - gie milere Geschwindigkeit der Rieselfilmstrémung
gute Ubereinstimmung im vollturbulenten Be-  bedeutet.
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Tabelle 5. Geschwindigkeitsprofil, Eigenwerte und -funktionen sowie Fourierkoeffizienten zum Wirmeiibergang
an einen turbulenten Rieselfilm mit der Kennzahl S = 120

S =120

Re = 2300

Re, = 1544
v = 0,798 - 1072 cm?/s Pr=54 1 =0081-10 *
n 0 1 2 3 4 5 6 7
102- o, 0,141 4,04 13.3 26,6 442 66,2 92,1 122
a, 9,571 -0,729 0.438 -0,273 0,281 —0,185 0.215 -0.133
v,(0,2) 0,111 0,092 0,019 —0,046 —0,090 -0,105 —0,089 —0,044
v, (0,4) 0,107 0,001 -0,110 ~0,075 0,045 0,107 0.044 —0,067
,(0,6) 0.102 —0,087 —0,064 0.104 0,032 —0,106 —0,010 0,106
,(0.8) 0,093 -~0,142 0,107 0,001 -0,106 0,127 —0,048 -~0,068
vl ~ 1,44 2,85 —4,63 6,47 -8.47 10,43 —12,28 14,0
v=122-10"%cm?/s Pr=94 7 =0,046-10"3
n 0 1 2 3 4 5 6 7
10%. o, 0,101 3,83 12,6 253 41,8 62,3 86,4 15
a, 9,645 —0,546 0,351 -0,220 0,246 -0,159 0.197 -0,115
v,(0,2) 0.108 0,092 0.021 —~0,040 —-0,082 —0,099 —~0,088 -0,051
¥, (0,4) 0.106 0,005 —0,105 —0,078 0,033 0,100 0,058 —0,046
v.(0,6) 0.102 —0,081 —0,069 0,094 0,046 —0,094 —0,036 0.095
,(0,8) 0,095 —0,140 0,096 0,020 -0,114 0,106 —0,003 —-0,101
vi(1) -1.79 3,51 —5.82 8,35 —~11.1 13,9 ~16,4 18,8
Geschwindigkeitsprofil o(n)
n 0 0.1 0,2 0,3 0.4 0.5 0.6 0,7 0.8 0.9 1
o(r) 1 0995 098 0955 0920 0877 0825 0,760 0665 0485 O
B ® HO x
#Q‘
3 2t il oo
’sb 0 | :‘
g °r
§ L
ERs
L oad | I i Loda] ! Lo L n

234 6 10°

2

4 6

» 2
Mittlere Reynoldszahi,

4 6

10

Re

°

ABB. 3. Nusseltsche Zahl Nuy, iiber der mittleren Reynoldszahl Re, einer Riesel-
filmstrémung fiir verschiedene Versuchsfliissigkeiten (H,O, M I bis M 1V) bzw.
Prandtl-Zahlen (5.4; 9.4; 43.4; 104; 210); Messpunkte von W. Wilke
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die sich aus (34) dadurch ergibt, dass man nur
das erste Glied der vorkommenden Summen
beriicksichtigt und (10) sowie (35) beachtet. Die
zweiten und hoheren Glieder der Summen in
(34) sind gegeniiber dem jeweiligen ersten Glied
vernachldssigbar, da fiir die Kennzahlen (24) und
Prandtl-Zahlen (25) die entsprechenden Eigen-
werte

o>, fir  i=12...
sind (vgl. die Tabellen 1 bis 5).

Man benétigt also nur den kleinsten Eigen-
wert o, des Sturm-Liouvilleschen Eigenwert-
problems (19)421). Abbildung 4 zeigt die
Abhiéngigkeit des kleinsten Eigenwertes a, von
der mittleren Reynoldsschen Zahl Re, fiir die

Prandtl-Zahlen (25).

3. Laminare Rieselfilme

Unsere Theorie beinhaltet auch den Wirme-
iibergang an laminare Rieselfilme; entspr.
zeigt sich nach Abb. 3 eine sehr gute Uberein-
stimmung mit dem Experiment bei kleinen
Reynoldsschen Zahlen Re,,.

Dagegen zeigen sich merkbare Abweichungen
der Theorie vom Experiment im laminaren
Bereich mit starker Wellenbildung und im
Ubergangsbereich (Re, < 800) von der lami-
naren zur turbulenten Strdmungsform mit inter-
mittierendem Auftreten von Turbulenz, auf
deren Beschreibung unsere Theorie allerdings
auch keinen Anspruch erhebt.

Es ist noch zu bemerken, dass man mit den
einmal bBerechneten Eigenwerten o, Eigen-
funktionen ¥ () und Fourierkoeffizienten c,
im laminaren Fall (fiir kleine S, zB. S = 1)
Wirmeiibergangsprozesse zwischen einer festen
Wand und einem ausgebildeten laminaren Riesel-
film ein fiir allemal berechnet hat (vgl. [4], V):

Fiir beliebige laminare Rieselfilme im aus-
gebildeten Zustand ist nidmlich

p)=1-n*> und A @m=0, (38)

so dass sich in (19) mit anderen Re und Pr wegen
(10) nur £ dndern kann (etwa um das k-fache).
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Dann braucht in (19) der jeweilige Eigenwert o,
auch nur um das k-fache verdndert zu werden,
wihrend die Eigenfunktionen (1) unverdndert
bleiben. Deshalb bleiben gemiss (23) auch die

SO0, N A OGS, N A ®o

nN

» O®O,
T

Pr9,4

Fr=43.4
Pr=104
~Pr=210

T | l
46810 2

RN

4 6810 2
Re,,

) Y
4 6810 2

A
2 46810 2

ABB. 4. Abhéngigkeit des kleinsten Eigenwertes o, von der
mittleren Reynoldszahl Re, fiir einige Prandtl-Zahlen Pr.

Fourierkoeffizienten a, dieselben. Fir S =1
bzw. Re = 0,5 sind demzufolge die «,, a, und
¥, (n) in Tabelle 1 nur fiir eine Prandtl-Zahl, und
zwar fiir Pr = 54 angegeben.

Fiir eine andere Prandtl-Zahl dndert sich also
nur die Zeile fir «, z.B. fir Pr = 9,4 durch
Multiplikation der einzelnen a, der Tabelle mit

54 .
= 55 = 0.5745.

b

(39)

Die entsprechende Zeile ldsst sich auch fiir
andere Pr und Re analog bilden.
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HEAT TRANSFER IN TURBULENT AND LAMINAR RIPPLING FILMS

Abstract—The distribution of temperature in a falling liquid film running down a vertical plane (heated or
cooled) wall is determined on the basis of the equation of heat transfer with boundary and initial conditions
corresponding to a constant temperature T, of the wall and a constant temperature 7', within the whole
entrance section of the film. A separation method yields a Sturm-Liouville eigenvalue problem being
solved numerically by means of finite differences. Several tables show the first eight eigenvalues, eigen-
functions and Fourier coefficients belonging to some Reynolds numbers. A diagram gives the theoretically
calculated Nusselt number over mean Reynolds number Re, together with Wilke's experimental data
being in good agreement for such Re, corresponding to a turbulent film and to a laminar film without
rippling.

TRANSFERT THERMIQUE DANS DES FILMS RIDES TURBULENTS ET LAMINAIRES

Résumé—La distribution de température dans un film liquide tombant le long d’une paroi plane verticale
(chauffée ou refroidie) est déterminée sur la base de I’équation du transfert thermique avec des conditions
initiales et aux limites correspondant & des températures constantes T, de paroi et T, dans la section
d’entrée du film. Une méthode de séparation fournit un probléme a valeur propre de Sturm-Liouville
résolu numériquement au moyen de différences finies. Plusieurs tables donnent les huit premiéres valeurs
propres, les fonctions propres et les coefficients de Fourier relatifs 4 quelques nombres de Reynolds.
Un diagramme donne le nombre de Nusselt calculé théoriquement au-dessus du nombre de Reynolds
moyen Re, et les résultats expérimentaux de W. Wilke sont en bon accord pour Re, correspondant a un
film turbulent et 4 un film laminaire sans ride.

IIEPEHOC TEILJIA B JJAMUHAPHDBIX U TYPBYJIEHTHDBIX HHAJAIOWNAXN
INIEHKAX

AHHOTAIMA—PacnpejeneHue TeMIepaTvp B TOHKOM CJI0e KMAKOCTH, CTeraloljei 1o
BEPTHKATLHON IUTOCKON CTeHKe (ONOrpeToll IIH OXITa/IeHHOMN), OTpeleNAeTca ¢ HOMOIIbLIO
ypaBHeHNSA TEIJIONPOBOXHOCTY 1IPH I'PANMIHBIX M HAYANBHHIX YCJIOBUAX, COOTBETCTBYIOLIMX
NIOCTOHHHOI Temneparype cTeHKM T N IOCTOAHHON TeMmnepaType MOJHOTO MOIEpeuHOro
ceuennsn caos T;. Merox ®ypee npusogut k 3agade rypma—Jluysuana gias coGCTBEHHBIX
3HAUEHNIl, KOTOPAA pelAeTCA UNCJIEHHO METOHOM HKOHEeYHBIX pasHocTeii. IlpuBomsTes
TG TepBHIX BOCBMH COGCTBEHHBIX 3HAYHEN i, cOOCTBeHHBIX QyHKIwMiA 1 Ko3pPuUeHTOB
dypoe. pepcraBiens: pacdyeTnble Kpusbie 4ucen HycceanTa, KOTOpbie CPABHHBAIOTCA C
HKCIIEPUMEHTAIBHLIMI jlaHHsiMM B. Buabke. Hax 11A naMUHApHOTO TaR If 4 TypOy-
JIEHTHOTO CJI0S HA IJIafKOil HOBEPXHOCTH COBMAJEHNE OKA3ANOCH YAOBIETBOPUTEIHHBIM .



