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Zusamme&ssung-Der Temperaturverteilung in einem Rieselfilm, der an einer senkrechten ebenen 
(beheizten oder gekiihlten) Wand herabfliesst, wird die W&rmeleitungsgleichung mit Rand- und Anfangs- 
bedingungen zugrunde gelegt, die einer konstanten Wandtemperatur T,, und emer tiber den Rlmquer- 
&mitt konstanten Ein~ittstemperatm Tr entsprechen. Durch einen Separationsansatz erh&lt man ein 
Stem-Ljou~lesches Eigenwertprobl~, das durch ein ~ffer~z~v~fahren nmnerisch gelost wurde. 
In mehreren Tabellen sind fiir einige Reynoidssche Zahlen jeweits die ersten acht Eigenwerte und -funk- 
tionen sowie Fourierkoeffizienten enthalten. In einem Diagramm ist die Nusseltsche Zahl dargestellt und 
mit Messungen von Wilke verglichen worden. Es zeigt sich gute Ubereinstimmung fur den turbulenten 

Riesehilm, aber such fur den laminaren Film mit glatter Oberfliiche. 

NO~NKLA~ 

universelle Konstante des turbulenten 
Impulstransports in der Unterschicht, 
= 251, (15); 
Fouriersche Koeflizienten, (18); 
turbulenter Austausch der W&-me, (1); 
dimensionsloser turbulenter W&me- 
austausch, (6); 
turbulenter Austausch des Impulses, 
(14); 
spezifische Warme bei konstantem 
Druck, (1); 
= (Pr,)_’ = 0,89, (14); 
Froudesche Zahl, (17) ; 
Erdbeschleunigung 
Proportionalitatsfaktor, (39); 
verallgemeinerter Prandtlscher Mi- 
schungsweg fiir den W~~eaustausch, 
(14a); 
relative Breite der inneren Schicht, 
= 0,6, (14d); 
Nusseltsche Zahl, (26); 

Nusseltsche Zahl bei thermisch aus- 
gebildeter Str~mung (Be~ichnung von 
W. Wilke [23), = Nu, ftir grosse l, 
(Abb. 3) ; 
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Nusseltsche Zahl, van Wilke verwendet, 

(29) ; 
Prandtl-Zahl, (12); 
turbulente Prandtl-Zahl, (14); 
Wirmestromdichte an der Wand, (26); 
Reynoldssche Zahl, (13); 
mittlere Reynoldssche Zahl, (35); 
charakteristische Kennzahl, (16); 
Temperatur der Fliissigkeit, (1); 
Wandtemperatur, (3); 
mittlere Rieselfilmtemperatur, (31); 
Eintrittstem~ratur, (2); 
Geschwindigkeit der ausgebildeten 
Rieselfilmstromung, (1); 
= u(O), Geschwindigkeit an der freien 
Oberfltiche des Rieselfilms, (5); 
mittlere Geschwindigkeit der aus- 
gebildeten Riesel~lmstr~mung, (36); 
Koordinate in Striimungsrichtung; 
Koordinate senkrecht zur Stromungs- 
richtung; 
Wandabstand, (14a); 
Warmetibergangszahl, (30); 
Eigenwerte, (18), (19); 
kleinster Eigenwert, (37); 
mittlere Rieselfilmdicke; 
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= yjh; 
= j,“is, (14b); 
universelle Konstante des logarithmi- 
schen Geschwindigkeitsgesetzes, = 
0,41, (14c); 
Warmeleitzahl: 
= (Pr Re)- ’ ; 
Zahigkeit ; 
kinematische Zahigkeit, = p/p: 
Eigenfunktionen, (18), (19); 
Dichte: 
Schubspannung: 
Wandschubspannung ; 
dimensionslose Temperatur, (5); 
dimensionslose Geschwindigkeit, (5); 
= x/6. 

1. EINLEITUNG 

BEI DER Kuhlung von WPnden und Rohr- 
systemen spielen Warmetibergangsprobleme, 
insbesondere zwischen einer festen Wand und 

x 

ABB. 1. W~rme~berg~g zwischen fester Wand und Rieseltilm. 

einem an dieser herabfliessenden Fliissigkeits- 
film, eine bedeutende Rolle. Zu dieser Prob- 
lematik liegen deshalb zahlreiche Experimente 
vor, u.a. von Brauer [I] und Wilke [2]. 

Die vorliegende Arbeit behandelt theoretisch 
den WBrmeiibergang zwischen einer festen 
ebenen Wand und einem an ihr senkrecht 
herab~iessenden Rieselfilm (Abb. 1). Die bei 

grosserem Fl~ssigkeitsdurchsatz durch Ober- 
fl~chenwelIen und turbulente Schwankungen 
stark verformte Filmoberffache wird hier als 
glatt angenommen und habe den mittleren 
Abstand 6 (mittlere Filmdicke) von der Wand. 
Wie in zwei vorangegangenen Arbeiten des Verf. 
[3, 41 tiber das Geschwindigkeits- bzw. Stoff- 
konzentrationsfeld in einem Rieselfilm wahlen 
wir ein kartesisches Koordinatensystem so, dass 
die x-Achse in Striimungsrichtung langs der 
mittleren freien Fl~ssigkeitsoberfl~che verlauft 
und die y-Achse zur Wand zeigt. Den C’rsprung 
legen wir so fest, dass in dem Querschnitt x = 0 
an der Wand der Warmeiibergang einsetzt. 
wlhrend fur x < 0 kein Warmeiibergang zwi- 
schen Fltissigkeit und fester Wand stattfindet. Es 
wird angenommen, dass die Rieselfliissigkeit 
mit einer tiber dem Querschnitt s = 0 kon- 
stanten Eintrittstemperatur T, anstramt und die 
feste Wand fur alle x 2 0 eine von ‘&rI verschie- 
dene konstante Temperatur To hat. Die 
Str~mungsgeschwindigkeit habe nur eine X- 
Komponente U, die lediglich von y abhangt: 
u = u(y). Es wird also von Ein- und Aus- 
laufeffekten abgesehen und nur der ausgebildete 
Stromungszustand betrachtet. Das Geschwin- 
digkeitsprofil u = u(y) wurde bereits vom VerE 
[3] berechnet. 

2. PROBLEMSTELLUNG 

Zu bestimmen ist das Temperaturfeld T = 
T(x, y), das als station% angenommen wird, fur 
x 2 0 und 0 5 y s 6. Es bezeichnen im fol- 
genden R die W~rmeleit~hl, p die Dichte, /d die 
Zahigkeit der Fl~ssigkeit, cp ihre spezifische 
Warme bei konstantem Druck und A, den tur- 
buienten Wbmeaustausch. Der W&me- 
iibergang wird durch die Energiegleichung 

u(p)!T cc -__ + 
i a2T d[A (aT,@y)] 

ax pep ay2 ii!: 
(1) 

beschrieben mit den folgenden Anfangs- und 
Randbedingungen: 

(a) Anfangsbedingung 

T(0, y) = TI fur alley, 0 5 y c b. (2) 
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(b) Erste R~d~~ngung 

T(x,6) = T, fur alle x 2 0. (3) 

(c) Zweite Randbedingung 

aT 

ay,=O 
= Oftirallex 2 0; (4) 

d.h. an der freien Filmoberfl~~he sol1 kein 
Warmetibergang stat&den. 

Durch .,Ubergang zu den dimensionslosen 
Variablen 

mit der konstanten Oberflachengeschwindigkeit 
fdl = u(O) erhalt man aus (1) nach Multiplika- 
tion mit 6/(u,(T, - T,)) die dimensionslose 
Energiegleichung 

mit der Anfangsbedingung 

x(0,@ = Ofuralleq,O 5 q < 1 

und den Randbedingungen 

x(&l) = 1 fur alle 5 2 0, 

ax 
att *I=() 

=Ofiiralle<20; 

A=“_ 1 

PC&G Pr.Re 

und 

A4 = 2 
1 

gesetzt ist und 

pr 25 
h 

die Prandtlsche Zahf, 

& =f!!! 
v 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 

(IO) 

(11) 

(12) 

(13) 

die mit der O~~~~henge~hwindi~e~t al, 
der mittleren Filmdicke 6 und der kinematischen 
Zahigkeit v = ,u/p gebildete Reynoldssche Zahl 
bedeuten. Dem turbulenten W~~eaustaus~h 
A4 legen wir, dem Auftreten relativ dicker Unter- 
schichten (gleiche Grossenordnung des tur- 
bulenten und molekularen Transports) Rech- 
nung tragend, eine Kombination (vgl. f6J) des 
Ansatzes von Szablewski [5] bzw. [7] fur die 
vollturbulente Schicht einer turbulenten 
Grenzschichtstriimung und des auf den Wiirme- 
austausch verallgemeine~en (s. Szablewski [i]) 
van Driestschen Ansatzes fur die Unterschicht 
zugrunde : 

Mit A, = E,Az, wobei AT den turbulenten 
Impul~ustausch bezeichnet, bzw. mit der als 
konstant angenommenen turbulenten Prandtl- 
Zahl 

Prt z + = f = 0,89 (14) 
4 0 

nach Messungen inkompressibler turbulenter 
Temperaturgrenzschichten in Luft (vgl. z.B.[7]) 
setzen wir 

(a) fur die vollturbulente Schicht 

A4 = 1: $ (L Wandabstand) (14a) 

mit 

Z, = J{E,)xJ e- qimfiirO_I$s:m; 

A4 = A&m fiirm$q$l; 
(ii = J/6). 

Dabei ist 

WW 

x = 0,41 (14c) 

die universelle Konstante des logarithmischen 
Gesetzes der Geschwindigkeitsve~eilung und 

m = 0,6 (14d) 

die relative Breite der sogenannten “inneren”, 
dem Einfluss der Wand unterliegenden Schicht. 
Der turbulente Austausch in der sogenannten 
“ausseren” Schicht wird als konstant angenom- 
men. 



1694 H. LIMBERG 

(b) Fur die Unterschicht setzen wir 

A =j@ 
4 4 34; 

mit dem verallgemeinerten 
Ansatz 

- 
\ 

van Driestschen 

wobei 

a = 251 

die universelle Konstante des turbulenten Im- 
pulstransports in der Unterschicht und r die 
Schubspannung (die hier wie in [3], [4] und 
[63 anstelle der Wandschubspannung r,, bei van 
Driest [8] steht) bedeuten. 

Nach multiplikativer Kombination beider 
Anstitze (a) und (b) erhalten wir in unseren Ko- 
ordinaten y = 6 - J bzw. q = 1 - @ und unter 
Beachtung der Folgerungen (vgl. [3]) aus der 
Bewegungsgleichung 

z 
- = gy = g6q (g Erdbeschleunigung) 
P 

fE,[x(l - yl)e(l-stim 

(15) 

fur 1 - m s q 5 1 

~q14=*-m fiirO4qsl-m 

wobei 

S = F-‘Re W 

mit der Reynoldsschen Zahl (13) und der 
Froudeschen Zahl 

&# (17) 

die charakteristische Kennzahl des jeweiligen 
Striimungsmodells darstellt. 

3. BERECHNUNG DER TEMPERATURVERTEILUNG 
UND DER WdRMEfJBERGANGSZAHLEN 

1. ~ec~enga~g 
Der Berechung der Verteilung der dimensions- 

losen Temperatur x(<, q) aus der Energie- 
gleichung (6) mit den Anfangs- und Rand- 
bedingungen (7), (8) (9) legen wir den Separa- 
tionsansatz 

zugrunde, mit dem wir in (6) eingehen und 
dabei annehmen, dass die Funktionenreihe 
gliedweise differenziert werden darf. Die Energie- 
gleichung (6) wird erfullt, wenn die Koeffizien- 
ten bei e- anc ~bereinstimmen, also die gewiihn- 
lichen Differentialgleichungen fi.ir e,(q) 

n = 0, 1,2, *. . (19) 

befriedigt werden. Dabei ist X nach (10) eine fur 
jedes Stromungsmodell bekannte Konstante. 
A@(q) nach (15) auf Grund der von uns akzep- 
tierten Hypothesen eine gegebene Funktion 
und ~(~~dievornve~ [3] ~rechnetedimensions- 
lose Geschwindigkeitsverteilung einer Riesel- 
filmstrBmung. 

Die Randbedingungen (8) und (9) fiir ~(5. rl) 
sind erftillt, wenn die Losungen $,(q) von (lsr 
den entsprechenden Randbedingungen 

4ql) = 0 (20) 

l&JO) = 21 _ = 0 
v-0 

(21) 

geniigen. 
~athematisch handelt es sich bei der Folge 

von Gleichungen (19) mit den Randbedingungen 
(20) und (21) urn ein Sturm-Liouvillesches 
Eigenwertproblem mit den Eigenwerten a, und 
dem vollstandigen System von Eigenfunktionen 

$M, die den O~hogon~i~tsreIationen 

s cpJ/,+,dq = 0 fiir m, n = 1,2, 3,. . . und m f n 

ieniigen (s.z.B. [18], S.281 ff.). 
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Die im Separat ionsansatz (18) vorkommenden 
KoeffXenten an lassen sich dann aus der Anfangs- 
bedingung (7) fiir ~(5, q) ermitteln. Setzt man in 
(18) g = 0, so wird (7) erfiillt, wenn 

1 = 2 a&,(q) fiir 0 5 rj c 1 (22) 
n=O 

gilt. Wegen der Vollstlndigkeit und Ortho- 
gonalitgt des Systems von Eigenfunktionen 
{$,(q)} lassen sich die Fourierschen Koeffiienten 
a, nach den Formeln 

i &I) $,@I) dq 
an = y (23) 

,5 &I) $,z(rl) dq 

berechnen. 
Mit Hilfe eines Differenzenverfahrens wurden 

die ersten acht Eigenwerte a,,, Eigenfunktionen 

@I) und Fourierschen Koefizienten a, 
ntiherungsweise auf dem Digitalrechner Robo- 
tron-300 im Rechenzentrum des Zentralin- 
stituts fiir Mathematik und Mechanik der 
Deutschen Akademie der Wissenschaften zu 
Berlin berechnet.* 

Die Tab. 1 bis 5 enthalten die q(q), a,, Jl.(q) 
und a, fiir die Kennzahlen 

S = 1; 22; 60; 80; 120, (24) 

die den Reynoldsschen Zahlen 

Re = 0,5: 228,3; 1031; 1453; 2300 

entsprechen, sowie fti einige 1 = &, die den 

Prandtl-Zahlen 

Pr = 5,4; 9,4; 43,4; 104; 210 (25) 

der von Wilke [2) untersuchten Versuchs- 
fliissigkeiten (Wasser, Diiithylenglykol und deren 
Mischungen) mit den Dichten 

p = 0,9956; 1,019; 1,075; 1,097 bzw. 1,108 g/cm3, 

den kinematischen Ziihigkeiten 

v = 0,00798; 0,0122; 0,043; 0,0902 bzw. 

0,168 cm2/s 

und den spezitischen WSirmen 

cp = 0,998; 0,949; 0,778; 0,676 bzw. 

0,589 cal/(g.grad) 

entsprechen. 
Anhand der Tab. 1 bis 5 lassen sich nun die 

dimensionslosen Temperaturprofde ~(5, q) nach 
Formel (18) fti die Kennzahlen (24) und (25) bis 
zum achten Glied der Reihe in (18) berechnen. 

Tabelle 1. Eigenwerte und -funktionen sowie FourierkoefJizienten zum Wiirmeiibergang an einen laminaren 
Rieselfilm mit der Kennzahl S = 1 

S=l Re = 0,5 
Y = 0,798 10-z cmz/s Pr = 5,4 x = 0,370 

Re,,= 0,3333 

n 0 1 2 3 4 5 6 7 

a” 1306 12,l 35,0 70,o 117 176 246 328 

$#(O> 2) 0,137 8,296 - 0,059 2,204 -0,041 1,270 - -0,114 0,806 -0,121 0,663 - - 0,059 0,465 0,447 0,037 -0,315 0,110 

(j1,(44) 0,114 - 0,083 -0,111 0,073 0,112 - 0,066 0,114 
$,(0,6) 0,081 

0,060 
-0,147 0,096 0,025 -0,124 0,128 - 0,036 

&l) IL (0,8) - 0,207 0,041 

- 0,082 

-0,098 0,510 - 0,769 0,136 -0,157 1,Ol - 0,160 1,23 -0,145 1,50 - -0,114 I,66 
- 

0,072 1,86 

Geschwindigkeitsprofil q(q) = 1 - q* 

* Fiir die Programmierung sowie die zugehijrigen 
In den Tabellen sind des weiterendie Ableitungen 

numerischen und graphischen Arbeiten danke ich Herm Dr. der Eigenfunktionen +1(l) angegeben, urn den 
G. Hebermehl und Frau S. Lang. Wgrmeiibergang an der Wand berechnen zu 
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kiinnen. Die in der Wtirmetechnik gebrsuchliche 2. Vergleich mit Messungen 
Nusseltsche Zahl Urn unsere Ergebnisse mit den Experimenten 

6 
Nu=+_ 1”, 

von Wilke [2] vergleichen zu kiinnen. ist 7u 

(26) beachten, dass Wilke eine andere Nusseltsche 
Zahl benutzt : 

Nu,=ac) 
L‘ 

die W%rmestromdichte an der Wand ist, ergibt wobei a die Wtirmeiibergangszahl 
sich in unseren dimensionslosen Variablen (5) 
als Ableitung der dimensionslosen Temperatur 

CC(x) = 
x dT 

an der Wand 

NM = 3 
’ 0 T,, - T,,, ?v ?=b 

a? rl=l’ 
(27) 

mit der mittleren Rieselfilmtemperatur 
also haben wir nach (18) unter der Voraussetzung 
der gliedweisen Differenzierbarkeit 

X, 
T,,, = [i Tudy].+d$’ 

Nu = 1 a&~(l) eCun5. 
n=O 

(28) 
bedeutet. Durch Transformation auf 

(29) 

(30) 

(31) 

unsere 
Abbildung 2 enthHlt fi.ir Prandtl-Zahlen dimensionslosen VariabIen (5) ergibt sich 

Pr = 5,4 und 9,4 
ax 

und die Kennzahlen (24) die Darstellung der Nu,=- 

Nusseltschen Zahl(28) iiber der dimensionslosen 

aYI _ (1 - $wd~l I~vW’j-L. 
q-1 

Laufllnge 5. (32) 

Tab&e 2. Geschwindigkeitsprojif, Eigenwerte und -finktionen sowie Fourierkoejjjzienten zum Wiirmeiibergang 
an einen laminaren RieselJilm mit der Kennzahl S = 22 

s = 22 
v = 0,798. 10e2 cmZ/s 

Re = 228,3 Re, = 154 
Pr = 5.4 1 = 0,811 lo-” 

_.~ 
0 
0.297 
8,540 
0,132 
0.115 
0.089 
0,052 

- 0.268 

1 2 
3.79 11,4 

- 1,903 1,097 
0,066 - 0,029 

-0,067 -0.117 
-0,142 0,066 
-0,113 0,154 

0,622 -0,955 

3 4 5 
22.6 37.8 56,7 

-0,713 0.597 -0,416 
-0,102 -0.120 - 0,076 

0,042 0,122 -0,017 
0,066 -0,134 0,076 

-0.168 0.153 -0,114 
1.27 - 1.57 1,8S 

~~~ _~~~ __ 
6 7 

79.5 106 
0,407 -0,281 
0.007 0.086 

-0,123 - 0.007 
0,051 -0.130 
0.057 0.009 

-2.12 2,31 

v = 1,22 lo-’ cm’/s 

-_I_ 
Pr = 9,4 1 = 0,466 10. ’ 

n 

102. cc” 

z3m 

_ 
0 
0,193 
8,643 
0,129 
0,114 
0,092 
0,057 

- 0,307 

1 2 3 4 5 6 7 
2.66 8.10 16.0 26,8 40,2 56,3 75.0 

- 1,739 1,018 -0,667 0,566 - 0,392 0,388 - 0,265 
0,068 - 0,025 - 0,095 -0,118 - 0,082 -0.005 0.074 

- 0,060 -0,118 0,029 0,121 0,003 -0,119 -0,033 

-0,139 0,053 0,080 -0,129 0,047 0,082 -0.127 

-0,120 0,161 -0,170 0,144 - 0,090 0,020 0,052 
0,682 - 1.07 1.43 - 1.77 2,08 - 2.39 2.68 
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v = 4.3. 1 O2 cmZ/s 

lox.; 0,550 0 G&o I 

% 9,008 - 1,128 
!b”(O,2) 0,120 0,074 
$“(0343 0,112 -0,038 

ct% ~~~~ 

O,lOl -0,122 

-0,491 0*07-f -0,144 1,Oi 

Pr = 4351 x = o,lol~10-3 

2 
43.6 
0,765 

- 0,008 
-0,110 

0,004 
0,176 

- 1.69 

-01512 8438 

4 

141 0,465 
- 0,070 -0,101 
-0,017 0,097 

O,fOS - 0,070 
-0,140 0,051 

t,32 - 2,92 

5 6 7 
211 295 393 
- 0,306 0,323 -0,206 
- 0,092 - 0,043 0,023 

0,067 - 0,062 -0,098 
- 0,064 OJ 10 - 0,007 

0,055 -0.137 4165 
3.43 - 3,95 4-42 

Y = 9.02. lo-’ cm*/s 

0 1 2 
0,370 11,6 35s 

?$a 9,208 0,114 -0,795 0,075 0,638 0,001 
9,(0,41 0,110 - 4027 -0,099 
$&61 4103 -rt,llO -0,021 

0*087 -0,153 0,166 
-0,613 1,35 -2,39 

v = I6,8 . 10-2cm*/s 

Pr = 104 

3 4 
68,2 112 

- 0,430 0,408 
- 0,054 - O,OS6 
- o,a40 0,06s 

0,103 -0,016 
-0,oss -0,041 

3,32 -4,lS 

Pr = 210 

1 = 0,421 s 1O-4 

5 6 7 
168 234 312 
- 0,258 0,284 -0,173 
- 0,090 - 0,060 -0,007 

0,086 - 0,010 - 4092 
-0,097 0,054 0,075 

0.13s -0,153 0,082 
4,92 - 5,65 6,35 

x = 0209 ’ 1o-4 

0 
0,231 

0, 9,345 
$&42) 0,111 
~~~0~4~ 0,1os 

0,104 
0,093 

- 0,748 

1 2 
10s 31,4 

-0,581 0,556 
0,075 0.006 

-0,uziI -0,OSS 
-O,lUl -0,035 
-0,156 0,145 

I,73 - 3,23 

3 
9742 

5 
59,4 

-0,375 0:367 
145 
-0,225 

-0,041 - 0,073 - o,os4 
- 0,052 0,043 0,086 

O,O%S 4023 - 0,093 
- 0,028 -0,102 0,148 

4,50 - $66 6.69 

6 7 
202 269 

0,256 -0,149 
- 0,067 - 0,026 

0,026 - 0,065 
-0,005 0.093 
-0,081 -0,045 
- 7,65 8,60 

&l) 0 1 0,l 0,990 0,2 0,962 0,J 0,914 44 0,848 0.5 0,762 0,6 0,658 0,7 0,531 OS 0,379 0,9 0,201 0 1 

-p.“,,Pp _.._-__‘~-- 

1 

Unter der Annahme, dass die Reihe (18) 

s 
’ gliedweise iiber q integriert werden kann, l&t &,dq = -; ’ d (CA + ~,@i+l t&h)) dv 

0 
f 

1 no @I 

sich das Integral j ~40 dq folgendermassen um- 

formen: 
0 = - a {CJ + q1)111/;(1)) 

n 

= - &(I); 
H 

denn nach (15) ist ;i,(l) = 0. 
Damit wird 

1 

Es folgt unter Beachtung von (19) und (21) fiir 
die Eigenfunktionen e,(q) i s 

x(Pdtl= 40 dq + X =zO 2 @i(l) e+@. (33) 
0 0 ?I 
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Tabelle 3. C;r~~hwindigkeitsp~~Jil, Eigenwerte und -jirnktionen sowie Fl)urierko~~ilftizienten xm Wiirmeiibergang 
an einen turbulenten Riesefjilm mit der Kennzahl S = 60 

._ ~~~~_. 

S = 60 Rr = 1031 
v = 0,798 10m2 cm’js 

Rr, = 768 
Pr = 5.4 i = 0.180. lo- 

n 0 1 2 3 4 5 6 7 
103’ an 1.62 34.7 110 220 366 547 763 1017 

&0.2) 0,116 9,270 - 0,084 1,046 0.005 0,636 -0.416 - 0,06 1 - 0,099 0.395 -0.104 - 0,266 - 0,069 0.284 -0,184 -0,010 
*“(0,4) 0.110 -0,019 -0.116 - 0,047 0.079 0,097 -0,014 -0.105 
IL”tO,6) 0,101 -0,107 -0.031 0,116 - 0,027 -0,101 0.071 0,068 

$S;“) n - 0,084 0,703 -0,147 1.46 - 0,150 2-37 - 0,079 3.27 -0.031 -- 4320 0,121 5.03 -0.144 - 5.84 0.088 6,59 
__~ __.__-__ 

\’ = 1.22 10m2 cm*/s Pr = 9.4 x = 0,103 lo-” 
_.__ 

103. :” 
0 1 2 3 4 5 6 7 
1.15 31.4 101 199 329 492 684 911 

%I 9,381 - 0.820 0,534 -0,356 0,356 - 0,236 0,259 -0,162 
$“Ux2) 0,113 0.085 0,009 - 0,052 - 0,090 - 0.099 - 0.075 - 0,024 
$“(0,4) 0,109 -0,012 -0.110 - 0,056 0,062 0,099 0,013 - 0,088 
$“(0.6) 0.102 -0,100 -0,041 0.108 0,000 -0,105 0,032 0,094 
+ (038) 
4(U) 

0,090 -0.148 0,139 - 0,049 - 0,068 0.137 -0,113 0,015 
-0,870 1.77 - 2.92 4.17 - 5.42 6,53 7.55 8.53 
_____ 

Geschwindigkeitsprofil (p(n) 
_ _~.__.____ 

rl 0 0.1 0,2 0,3 0.4 0,5 0,6 0.7 0.8 0.9 1 
v(v) 1 0,993 0.973 0,940 0.893 0,834 0,762 0,669 0,537 0.322 0 

__~_ ~~ ~. -- ~~~ 

15 

IO 

B 

- Pr=5,4 

5 --- Pr=9,4 

ABB. 2. Nusseltsche Zahl Nu tiher der dimensionslosen Lauflange 5 fur einige 
Kennzahlen S und die Prandtl-Zahlen Pr = 5.4 und 9,4. 



WARMEUBERGANG AN TURBULENTE UND LAMINARE RIESELFILME 1699 

Tabeile 4. Ges~hwiRdigk~kspro~~ Ejge~werre und ~~ktionen sowie F~~erkoe~zien~e~ mm ~~r~e~~ga~ 
an einen turbulenten Rieselfilnt mir der Kennzahl S = 80 

.-~ 

s = 80 
Y = 0,798.10-* cmzp 

Re = 1453 Re, = 1120 
ET = 5,4_ x = 0,127. 1o-3 

103.; 
a, 
$#w 
$#&4f 
+,(0,6) 
tin(0,8) 
f?%(l) 

0 1 
1.51 37.2 
9,418 - 0,889 
0,113 0,087 
0,109 - 0,009 
0,102 -0,097 
0.089 -0,146 

- 0,949 1,93 

2 3 4 
120 239 398 

0,541 - 0,349 0,343 
0,012 - 0,053 - 0,094 

-0,113 - 0,062 0,062 
- 0,048 0,111 0,004 

0,131 - 0.039 - 0,074 
-3.14 4,37 - $68 

5 6 7 
595 828 1100 
- 0,230 0,254 -0,161 
- 0,105 - 0,080 - 0,028 

0,104 0,018 - 0,089 
-0,109 0,030 0,098 

0,137 - 0,107 0,006 
6.89 - 8,02 9,11 

v = 1.22. 10F2 emz/s Pr = 9,4 x = 0,073. 1o-3 

0 1 
1.08 34,5 

a” 9,512 -0,681 
@,(0*2) 0.111 0,088 
;#$; 

t&L) Jl”(O$) 

0,107 0,102 - -0,091 0,004 

- 0,093 1,18 -0,146 2,36 

Geschwindigkeitsprofil q(q) 

2 4 
112 2223 367 

0,444 -0,291 0,307 
0,015 - 0,046 - 0,085 

-0,107 - 0,067 0,046 
-0,056 0,101 0,025 

0,119 -0,013 -0,097 
- 3QS 5.63 - I,42 

5 6 
547 761 
- 0,202 0,231 
-0,099 -0,082 

0,100 0,039 
-0,102 -0,006 

0,129 - 0,058 
9,0? - 10.6 

1010’ 
-0,141 
-0,039 
- 0,067 

0,102 
- 0,057 
11,9 

0 0,l 0,2 0,3 0,4 0.5 097 0.8 0,9 1 
1 0,994 0,977 0,947 0,906 0,855 0,713 0,596 0,388 0 

Mit (27) und (28) erhalten wir dann.fiir die von reich (Re, > 800)*, wobei nur der therm&h 
Wilke verwendete Nusseltsche Zahl(32) ausgebildete Zustand (Werte von Nu, ftir 

i cp dtl Rio ~~~~(1~ eaanT 

grosse 5 = x/6) betrachtet wird. 
Fiir den therm&h ausgebildeten Zustand 

(34) 
erhalten wir die mathematisch sehr genaue und 
einfache Naherungsformel fur Nu ~ (Fehler 
< 1 Prozent) 

Anhand der Tabellen 1 bis 5 wurden die Nu w Nu w = aoPrReo, (37) 
bis auf 8 Glieder (n = 0, 1, , . ., 7) berechnet- 
wobei sich fiir die Kennzahlen S = 1; 22; 60; * Wilke benutzt die mittlere Reynoidssche Zahl 
80; 120 die zugeh~~g~ Integrale I 

; cp drl = 0,6661: 06764; 0,7452;0,7705;0,8017 
Re, = $ = Re 

I 
v, dq, (35) 

0 
0 , I. 

wobe~wlem c3, 

nach den in [3] durchgef~hrten Berechnungen 
d 

ergaben--und in Abb. 3 mit den Messungen von w-j Wdy 
s 

(36) 

Wilke [2] verglichen. Man bemerkt eine relativ 
gute ~bereinstimmung im vollturbulenten Be- 

die mittlere Geschwindigkeit der Rieselfilmstromung 
bedeutet. 
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Tabelle 5. Geschwindigkeitsprofil, Eigenwerte und -funktionen sowie Fourierkoefjzienten zum Wtirmeiibergang 
an einen turbulenten Rieselfilm mit der Kennzahl S = 120 

s= 120 Re = 2300 
v = 0.798. lo-’ cm’/s Pr = 5.4 

Re, = 1844 
1 = 0,081 .lO i 

0 1 1 3 4 5 6 7 
0,141 4.04 13:3 26,6 44.2 66.2 92,l 122 

&0,2) 0,111 9,571 - 0,729 0,092 0.438 0.019 - - 0,273 0.046 - 0,090 0,281 -0,185 - 0,105 - 0,089 0.215 -0.133 - 0,044 
ti”fO,4) 0,107 0,001 -0,110 - 0,075 0,045 0,107 0.044 - 0,067 
$&0,6) 0,102 -0,087 - 0,064 0.104 0,032 -0.106 -0,010 0,106 

!&) $ (038) 
0.093 -0,142 0,107 0,001 -0,106 0,127 - 0,048 - 0.068 

- 1,44 2,85 - 4.63 6,47 - 8,47 10,43 - 12,28 14,0 

v = 1,22 lo-’ cm2/s Pr = 9,4 1 = 0,046. lO-3 

102. U: 
0 1 2 3 4 5 6 7 
0,101 3,83 12,6 25.3 41,8 62.3 86,4 115 

&0,2) 9,645 0,108 - 0,546 0,092 0,351 0.021 - - 0,220 0,040 - 0,246 0,082 -0,159 - 0,099 - 0.197 0,088 -0.051 -0,115 

$“(0,4) 0.106 0,005 -0,105 - 0,078 0,033 0,100 0,058 - 0,046 
+,(0>6) 0.102 -0,081 - 0,069 0,094 0,046 - 0,094 - 0,036 0.095 

*1(f) 1(1 (08) 
0.095 -0,140 0,096 0,020 -0.114 0,106 -0,003 -0,101 

- 1.79 3,51 - 5,82 8,35 - 11.1 13,9 - 16,4 18,8 

Geschwindigkeitsprofl q(n) 

Ilf c) 0 1 0,995 w 0,980 0,2 0,955 0,3 0,920 0.4 0,817 0.5 0,825 0.6 0,760 0,7 0,665 0.8 0,485 0.9 0 1 

._ _._~ _~_._ 

ABB. 3. Nusseltsche Zahl Nu, fiber der mittleren Reynoldszahl Re, einer Riesel- 
filmstriimung fur verschiedene Versuchsfltissigkeiten (H,O, M I bis M IV) bzw. 

Prandtl-Zahlen (5.4; 9.4; 43,4; 104; 210); Messpunkte von W. Wilke 
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die sich aus (34) dadurch ergibt, dass man nur 
das erste Glied der vorkommenden Summen 
berticksichtigt und (10) sowie (35) beachtet. Die 
zweiten und hiiheren Glieder der Summen in 
(34) sind gegeniiber dem jeweiligen ersten Glied 
vernachlassigbar, da fur die Kennzahlen (24) und 
Prandtl-Zahlen (25) die entsprechenden Eigen- 
werte 

oli 9 a0 ftir i = 1,2,... 

sind (vgl. die Tabellen 1 bis 5). 
Man beniitigt also nur den kleinsten Eigen- 

wert ~1~ des Sturm-Liouvilleschen Eigenwert- 
problems (19)-(21). Abbildung 4 zeigt die 
Abhiirqigkeit des kleinsten Eigenwertes 01,, von 
der mittleren Reynoldsschen Zahl Re, ftir die 
Prandtl-Zahlen (25). 

3. Laminure Rieseifilme 
Unsere Theorie beinhaltet such den Wlirme- 

iibergang an laminare Rieselhlme; entspr. 
zeigt sich nach Abb. 3 eine sehr gute Uberein- 
stimmung mit dem Experiment bei kleinen 
Reynoldsschen Zahlen Re, 

Dagegen zeigen sich merkbare Abweichungen 
der Theorie vom Exigent im laminaren 
Bereich mit starker Wellenbildung und im 
~bergangs~reich (Reo < 800) von der lami- 
naren zur turbulenten Striimungsform mit inter- 
mittierendem Auftreten von Turbulenz, auf 
deren Beschreibung unsere Theorie allerdings 
such keinen Anspruch erhebt. 

Es ist noch zu bemerken, dass man mit den 
einmal berechneten Eigenwerten cxm, Eigen- 
funktionen +.(q) und Fourierkoeftizienten c, 
im laminaren Fall (fur kleine S, z.B. S =: 1) 
W&metibergangsprozesse zwischen einer festen 
Wand und einem ausgebildeten laminaren Riesel- 
film ein fur allemal berechnet hat (vgl. [4], V): 

Fiir beliebige laminare Rieselfilme im aus- 
gebildeten Zustand ist niimlich 

V(V) = 1 - q2 und ;I,(?) = 0, (38) 

so dass sich in (19) mit anderen Re und Pr wegen 
(10) nur 2 lndern kann (etwa urn das k-fache). 

Dann braucht in (19) der jeweilige Eigenwert an 
such nur urn das k-fache verandert zu werden, 
wiihrend die Eigenfunktionen $,(q) unverindert 
bleiben. Deshalb bleiben gem&s (23) such die 

J 
2 

ABB. 4. Abhingigkeit des kleinsten Eigenwertes CL~ VOR der 
mittleren Reynoldszahl Re, fiir einige Prandtl-Zahlen Pr. 

Fourierkoeffmienten a, dieselben. Fiir S = 1 
bzw. Re = 0,5 sind demzufolge die &,, a# und 
$,(q) in Tabelle 1 nur fur eine Prandtl-Zahl, und 
zwar fiir Pr = 5,4 angegeben. 

Ftir eine andere Prandtl-Zahl rindert sich also 
nur die Zeile fur a#, z.B. fur Pr = 9,4 durch 
Multiplikation der einzelnen an der Tabelle mit 

k=g = 03745. 
, 

Die entsprechende Zeile l&t sich such fur 
andere Pr und Re analog bilden. 
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HEAT TRANSFER IN TURBULENT AND LAMINAR RIPPLING FILMS 

Abstract-The distribution of temperature in a falling liquid film running down a vertical plane (heated or 
cooled) wall is determined on the basis of the equation of heat transfer with boundary and initial conditions 
corresponding to a constant temperature T, of the wall and a constant temperature T, within the whole 
entrance section of the film. A separation method yields a Sturm-Liouville eigenvalue problem being 
solved numerically by means of finite differences. Several tables show the first eight eigenvalues, eigen- 
functions and Fourier coefficients belonging to some Reynolds numbers. A diagram gives the theoretically 
calculated Nusseh numbersover mean Reynolds number Re, together with Wilke’s experimental data 
being in good agreement for such Re, corresponding to a turbulent film and to a laminar film without 

rippling. 

TRANSFERT THERMIQUE DANS DES FILMS RIDES TURBULENTS ET LAMINAIRES 

R&me-La distribution de temperature dans un film liquide tombant le long d’une paroi plane verticale 
(chauffee ou refroidie) est determinee sur la base de I’equation du transfert thermique avec des conditions 
initiales et aux limites correspondant a des temperatures constantes T,, de paroi et T, dans la section 
d’entree du film. Une mtthode de separation fournit un problbme a valeur propre de Sturm-Liouville 
rtsolu numeriquement au moyen de differences finies. Plusieurs tables donnent fes huit premieres valeurs 
propres, les fonctions propres et les coefficients de Fourier relatifs a quelques nombres de Reynolds. 
Un diagramme donne le nombre de Nusselt calcule theoriquement au-dessus du nombre de Reynolds 
moyen Re, et les rbsultats exptrimentaux de W. Wilke sont en bon accord pour Re, correspondant a un 

film turbulent et a un film laminaire sans ride. 

IIEPEHOC TEIIJI:\ II JIAMMHAPHLIX M TYP8Y,lIEHTHblS IIA&\IQIIJHX 
IIJIEHHAX 

~HHoTrtUasl-PaCnpt~~~~H~le TeMlleflaTyp ll TOHKOM CJlOe lKlIi(KOCTI1, CTeliaEOmefi 110 
sepTnrianbHofi nnocKoB CTelIKe (no~orpero8 nnn ox.naHczewHoti), onpenennercn c noMombto 
ypaBHeHIIJl TeIIJIOnpOBO~HOCTM Ilpll rpaIIWlHbIX 1I HaKaJIbHbIX yCJlOnI,IRX, COOTReTCTByIOmllX 
~oCT~HHH~S~ TeMnepaType cTerinn To II nocTonnnoii Teivtneparype non~orn nonepeqrroro 
ceqennn c;Iofl T,. MeTon @ypbe IIplIBOJIHT li Rafiase "LTypMa-~MyBll.rIJIn ~JlH COfiCTneHHbIX 
aHaseHHii, KOTOpaR pelIIaeTCR KHCJIeHHO MeTOfiOM KoHeqlIbIX pa3HocTen. IIp~~onnTCfl 

Ta6JIHQbI IIepBbIX BOCbMli CO6CTneHHbIX 3HaqHeHir, CO%CTBeHHbIX @yHKlWfi HK03##m4HeHTOB 
@ypbe. ~pencTan.lIeHbl raCWTHbIe KpIIHbIe YllCeJt HyCCenbTa, KOTOpbIe CpaBHGIBaIOTCn C 
3KCIIepRMeHTWbHbIMlI ;IaHHbIMII n. Rl,JlbKe. KaK JJIR JIaMMHapHOI'O TBK II Ann Typ6y- 

:IeHTHOrO C;IOR Ha r.ElnKOti nOBef'XHOCTl4 COnna~eHl~e OKR3anOCb ynOBJIeTBOpMTenbHbIM. 


